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Pimpinan Sidang dan Hadirin yang saya hormati,
1. Latar Belakang Teori Graf dan Problem Konigsberg

Izinkan saya membuka pidato ini dengan sedikit renungan
tentang peran matematika dalam kehidupan kita. Matematika, sering
kali kita pandang sebagai sekumpulan angka dan rumus yang terkadang
terasa jauh dari kehidupan sehari-hari. Namun, siapa sangka, di balik
setiap teknologi modern yang kita gunakan, setiap jaringan yang
menghubungkan kita, bahkan dalam pola-pola kecil di alam, ada jejak-
jejak indah matematika yang bekerja tanpa kita sadari. Salah satu
cabang matematika yang sering tidak terlihat namun memainkan peran
besar adalah matematika diskrit. Cabang ini, yang fokus pada struktur-
struktur diskrit—struktur yang dapat dihitung dan dijelajahi satu per
satu—menjadi dasar dalam banyak inovasi modern.

Dalam matematika diskrit, terdapat sebuah cabang yang disebut
teori graf, yang mengajak kita untuk melihat dunia sebagai jaringan
titik-titik yang saling terhubung oleh garis-garis. Konsep ini
menggambarkan bahwa hampir setiap hubungan di dunia, baik dalam
aspek sosial, teknologi, maupun ilmiah, pada dasarnya dapat
direpresentasikan menggunakan graf. Teori graf pertama Kkali
diperkenalkan oleh matematikawan Swiss, Leonhard Euler, pada Tahun
1736, dalam usahanya menyelesaikan masalah Jembatan Konigsberg.
Masalah ini muncul dari tata letak kota Konigsberg (sekarang adalah
Kota Kaliningrad, Rusia) pada abad ke-18, yang dilintasi oleh Sungai
Pregel dan memiliki dua pulau utama yang dihubungkan oleh tujuh
jembatan. Penduduk kota sering bertanya-tanya apakah mungkin
berjalan melalui kota ini dengan melintasi setiap jembatan tepat satu
kali dan kembali ke titik awal.

Gambar 1 ITlustrasi Masalah Jembatan Konigsberg
Sumber Gambar: Wikipedia



Masalah ini diselesaikan oleh Euler secara revolusioner dengan
memodelkan masalah ini dalam abstraksi matematika, yang mana
wilayah kota direpresentasikan sebagai simpul dan jembatan
direpresentasikan sebagai sisi yang menghubungkan simpul-simpul
tersebut. Dengan demikian tata letak Konigsberg berubah menjadi graf
(Konigsberg). Euler kemudian menganalisis masalah ini dengan
menggunakan konsep derajat simpul, yaitu banyaknya sisi yang
melekat pada simpul tersebut, dan mendapat kesimpulan bahwa tidak
mungkin melintasi semua jembatan tepat satu kali dan kembali ke titik
awal. Dari masalah ini lahir konsep teori graf yang didokumentasikan
dalam “Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinentis"
(Penyelesaian Masalah yang Berkaitan dengan Geometri Posisi)
(Euler,1736).

Pimpinan Sidang dan Hadirin yang saya hormati,
2. Definisi Graf dan Aplikasi Graf

Secara formal, graf (tak berarah dan berhingga) G didefinisikan
sebagai pasangan G = (V,E) dengan V menyatakan himpunan tak
kosong berhingga yang anggotanya disebut simpul (verteks) dan E
berupa keluarga berhingga pasangan berbentuk xy (yang disebut sisi),
dengan x dan y berada di V. “Tak berarah” bermakna bahwa urutan x
dan y pada sisi xy tidak dibedakan sehingga xy identik dengan yx dan
“berhingga” berarti banyaknya simpul dan sisi di graf tersebut
berhingga. Dalam hal xy adalah sisi, maka x dan y dikatakan
bertetangga (adjacent), dan xy dikatakan bersisian (insiden) dengan x
dan y. Selanjutnya, konsep graf yang abstrak tersebut dapat
direpresentasikan secara visual dengan elemen di V digambarkan
dalam wujud titik (atau lingkaran) dan sisi xy digambarkan sebagai
garis yang menghubungkan titik x dan titik y.

Dalam studi graf, konsep penting graf tidak hanya menarik
secara matematis tetapi juga berperan kunci dalam aplikasi seperti
jaringan dan komunikasi, optimisasi transportasi, keamanan informasi,
serta kecerdasan buatan (Del Mondo, dkk., 2021; Drosouli, dkk., 2023;
Agrawal, dkk., 2016, Gena, dkk., 2024; Perera, dkk., 2021, Shaska,
dkk., 2008; Blagec, dkk., 2022). Namun demikian, meskipun memiliki
banyak aplikasi praktis, teori graf juga berperan penting dalam
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eksplorasi matematis dan pengembangan konsep abstrak yang
memperkaya disiplin matematika. Studi graf aljabar misalnya,
mengungkap hubungan mendalam antara struktur aljabar abstrak dan
teori graf. Fokus pada aspek teoretis ini selain mendukung inovasi
teknologi, juga memperlihatkan keindahan dan kedalaman matematika.
Keindahan yang dimaksud terlihat dari harmoni antara struktur abstrak
dan bentuk visual geometris di mana konsep matematis yang kompleks
dapat diwujudkan dalam representasi yang tampak nyata dan estetis.

Pimpinan Sidang dan Hadirin yang saya hormati,
3. Graf Aljabar

Graf dapat terbentuk secara alami dari fenomena nyata atau
dikonstruksi secara matematis dari objek lain termasuk struktur aljabar
(misalnya grup dan ring), yang selanjutnya dikenal dengan nama graf
aljabar. Graf aljabar merupakan perluasan dari teori graf klasik yang
menggabungkan struktur aljabar dan teori graf. Salah satu prototipe dari
graf aljabar adalah Graf Cayley, yang didefinisikan oleh Arthur Cayley
(Cayley, A., 1878) dan diperkenalkan ulang oleh Max Dehn sebagai
diagram gambar dalam sebuah karya yang tidak dipublikasikan. Graf
Cayley ini dikonstruksi dari struktur aljabar yang disebut grup. Secara
matematis, grup terbentuk dari himpunan tak kosong G beserta suatu
operasi biner * pada G yang memenuhi aksioma-aksioma: (i) Untuk
setiap x,y,z di G berlaku (x *y) * z = x * (y * z) (Sifat Asosiatif);
(i) Terdapat elemen e di G dengan sifat untuk setiap x di G berlaku e *
x = x * e = x (e sebagai elemen identitas); (iii) Untuk setiap x di G,
terdapat elemen y di G dengan x *y = y * x = e (y sebagai elemen
invers x). Sebagai contoh grup yang cukup populer adalah himpunan
semua bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan. Selain itu konsep
jam 12-an yang kita gunakan sehari-hari juga mencerminkan struktur
grup terhadap operasi penjumlahan jam 12-an. Pada teori grup dikenal
beberapa konsep dasar yang cukup penting dalam pembahasan graf
aljabar, seperti misalnya order elemen, kekomutatifan (abelian), pusat,
subgrup, pembangun, grup siklik, konsep konjugasi, isomorfisma,
automorfisma, dan lain sebagainya.

Berpijak dari konsep kekomutatifan grup, dikembangkan graf
commuting (Segev, 2001; Abdollahi, dkk., 2006) dan graf
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noncommuting (Akbari dkk., 2006; Solomon, dan Woldar, 2013). Lebih
lanjut, dari konsep tersebut juga didefinisikan graf-graf aljabar lainnya
yang kemudian juga menjadi bagian dari penelitian kami, yang
diantaranya adalah graf koprima (Ma, dkk., 2014, Dorbidi, 2016;
Bawana, dkk., 2024), graf pembagi order (Rehman, dkk., 2018;
Bawana, dkk., 2024), graf bipartit terasosiasi dengan elemen dan koset
subgrup (Al-Kaseasbeh dan Erfanian, 2021; Qonita, dkk., 2023), serta
graf non-braid atas grup (Muhammad, dkk. 2024).

Beberapa graf aljabar yang dikonstruksi atas ring di antaranya
adalah graf pembagi nol (Akbari dan Mohammadian, 2004;
Bloomfield, 2013, Kalaimurugan, dkk., 2020), graf unit (Ashrafi, dkk.,
2010), graf regular Von-Neumann (Taloukolaei dan Sahebi, 2018;
Kharkongor, dkk., 2022), dan graf bersih (Habibi, dkk., 2021).
Termotivasi dari graf-graf aljabar tersebut, selanjutnya dalam penelitian
kami juga dikembangkan beberapa graf aljabar baru meliputi graf
regular unit (Susanti, dkk., 2024), graf bipartit yang terasosiasi dengan
elemen dan koset subring atas ring berhingga (Muhammad, dkk., 2023),
dan graf non-braid diperumum atas ring (Cahyati, dkk., 2022).

Pimpinan Sidang dan Hadirin yang saya hormati,

Setiap graf aljabar cenderung memiliki struktur khas, yang
menjadikannya objek yang layak untuk diteliti, terutama terkait dengan
parameter penting seperti keterhubungan (connectivity), diameter, girth
(panjang siklus terkecil), bilangan clique (ukuran maksimum subgraf
lengkap), bilangan kromatik (jumlah warna minimum untuk pewarnaan
graf tanpa konflik pada simpul bertetangga), bilangan dominasi (jumlah
minimum simpul yang mendominasi seluruh simpul lainnya), bilangan
independensi (ukuran maksimum himpunan simpul yang tidak saling
bertetangga), sifat eulerian (keberadaan sirkuit Euler), sifat hamiltonian
(keberadaan siklus Hamilton), dan lainnya. Parameter-parameter ini
berfungsi untuk mengkarakterisasi sifat-sifat intrinsik (sifat khusus
yang melekat) graf aljabar, sekaligus mengungkap pola, keteraturan,
dan tingkat kompleksitas dari struktur yang dihasilkan. Lebih jauh lagi,
graf aljabar dapat merepresentasikan keindahan, yaitu harmoni antar
elemen dan simetri dalam struktur aljabar abstrak secara visual, sambil



memberikan wawasan yang lebih mendalam tentang hubungan internal
antara elemen dan operasi biner dalam struktur aljabar tersebut.

Pimpinan Sidang dan Hadirin yang saya hormati,
4. Graf Cayley: Definisi dan Struktur Dasar

Selanjutnya, pada bagian ini akan dipaparkan secara singkat
bagaimana graf Cayley dikonstruksi. Dari sebarang grup (G,*), diambil
himpunan penghubung S yang merupakan subset tak kosong dalam G
dengan sifat: (i) S bersifat self-inverse, yang berarti bahwa invers
elemen di S juga termuat di S dan (ii) S tidak memuat elemen identitas
grup. Selanjutnya, graf Cayley I'(G,S) didefinisikan sebagai graf
dengan G sebagai himpunan simpul dan dua simpul x dan y saling
bertetangga (dinotasikan x — y) jika dan hanya jika x = y~* berada di
S, dengan y~menyatakan invers elemen y di dalam grup G. Dengan
kata lain, x dan y saling bertetangga di graf Cayley I'(G, S) jika dan
hanya jika x dapat dinyatakan sebagai hasil pergandaan y dengan suatu
elemen di S. Syarat self-inverse dan tidak adanya elemen identitas di S
pada pengkonstruksian ini dimaksudkan agar graf yang terbentuk
merupakan graf yang tidak berarah dan sederhana tanpa loop/gelung,
yaitu sisi yang menghubungkan titik dengan dirinya sendiri.

Graf Cayley I'(G, S) memiliki beberapa sifat istimewa sebagai
berikut:

(1) merupakan graf |S|-reguler, yaitu graf dengan semua derajat
simpulnya sama dengan banyaknya elemen di S.

(11) merupakan graf terhubung (setiap dua simpulnya terhubung oleh
suatu lintasan) jika dan hanya jika S membangun grup G.

(111) bersifat transitif simpul (vertex transitive).

Sifat transitif simpul bermakna bahwa graf tersebut secara
struktur bersifat simetris, yang secara visual terlihat seperti pola
simetris, seperti halnya kristal atau bunga. Secara formal, graf I
dikatakan transitif simpul jika untuk setiap dua simpul x dan y di I’
dapat ditemukan isomorfisma graf f pada graf I" tersebut sehingga oleh
f, simpul x dipetakan ke simpul y (Godsil, dkk., 2001). Yang
dimaksud isomorfisma pada I" di sini adalah bijeksi (korespondensi
satu-satu) pada himpunan simpul graf I' sedemikian sehingga setiap
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dua simpulnya bertetangga jika dan hanya jika peta-peta dari dua
simpul tersebut juga bertetangga (Pirzada, 2012). Secara simbol
matematika, keadaan transitif simpul pada graf I' = (V, E') dinyatakan
dalam ekspresi matematis sebagai berikut
(Vx,y € V)(3f:V - V)[f bijektif A
(Va,beV)(a—b e f(a) - fD]Aly = f()].

Secara struktur, himpunan semua isomorfisma pada graf
(automorfisma) merupakan grup terhadap operasi komposisi fungsi,
dan disebut sebagai grup automorfisma. Lebih jauh lagi, terungkap
bahwa grup automorfisma graf Cayley atas grup G memiliki subgrup
yang memiliki kesamaan struktur dengan grup G (Godsil, dkk., 2001).
Dengan demikian semakin nyata terlihat adanya hubungan yang erat
antara graf dengan struktur aljabar, khususnya grup.

Pimpinan Sidang dan Hadirin yang saya hormati,
5. Perkembangan Graf Cayley

Penelitian tentang graf Cayley terus berkembang seiring dengan
eksplorasi berbagai jenis grup sebagai basis pembentukannya. Beragam
penelitian telah dilakukan untuk memahami karakteristik graf ini,
termasuk pada grup simetri dan grup dihedral. Penelitian tentang graf
Cayley pada grup khusus tersebut di antaranya dilakukan oleh Fadzil
dkk. (2020) pada energi graf Cayley atas grup simetri berorder 24,
Vaskouski dan Zadorozhnyuk (2017) pada jarak resisten (ukuran
seberapa terhubungnya dua simpul berdasarkan analogi aliran arus
listrik) pada graf Cayley atas grup simetri, serta Krakovski dan Mohar
(2012) yang mengungkap spektrum graf Cayley atas grup simetri yang
dibangun oleh transposisi. Sementara itu, investigasi graf Cayley pada
grup dihedral di antaranya dilakukan oleh Erskine (2015) dan Zhou dkk.
(2020). Selain berbasis pada dua grup khusus tersebut, diteliti pula graf
Cayley pada grup bilangan bulat modulo (Movahedi, 2024), grup
dihedral diperumum oleh Morris dan Skelton (2023) dan grup
quaternion diperumum oleh Yancheshmeh, dkk., (2018).

Lebih lanjut, berdasarkan fakta bahwa elemen grup memiliki
order yang sama dengan inversnya, graf Cayley kemudian
dikembangkan untuk himpunan penghubung yang beranggotakan
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elemen-elemen grup dengan order tertentu. Studi tentang graf Cayley
jenis ini dimulai dengan kemunculan graf Cayley order prima yang
dilakukan oleh Tolue serta Asrari (Tolue, 2015; Asrari dan Tolue,
2023). Pada kedua paper tersebut Tolue dan Asrari menyelidiki graf
Cayley order prima untuk beberapa grup G dengan himpunan
penghubung S berupa himpunan semua elemen di G yang berorder
prima. Selanjutnya, Tolue (2019) juga mengungkap karakteristik graf
Cayley order komposit yang dilanjutkan oleh Shojaee dkk. (2019)
dengan menggunakan pendekatan yang berbeda.

Meneruskan studi graf Cayley order prima dan komposit yang
dilakukan Tolue dan Asrari, Susanti dan Erfanian (2024) kemudian
melakukan studi lanjutan untuk graf Cayley order kuadrat prima pada
grup siklik berorder p%q? untuk sebarang bilangan-bilangan prima p
dan g yang berbeda. Dari studi tersebut terungkap bahwa graf Cayley
yang terbentuk merupakan graf yang terhubung, eulerian, serta
hamiltonian atau semi-hamiltonian. Khususnya untuk p = 2 dan q =
3, struktur graf Cayley order kuadrat prima tersebut dapat
direpresentasikan pada Gambar 2.

Berdasarkan penelitian tentang graf Cayley order kuadrat prima
tersebut, saat ini penelitian terus kami kembangkan untuk graf Cayley
order kuadik prima, graf Cayley order kuartik prima, dan graf Cayley
order kuintik prima, yang akhirnya akan bermuara pada graf Cayley
order pangkat n prima, untuk sebarang bilangan asli n. Selain itu,
penelusuran graf Cayley juga kami perluas pada graf Cayley atas grup
quaternion diperumum dengan valensi (derajat simpul) tertentu.

Terkait dengan graf Cayley order tertentu, kami juga meneliti
graf Cayley atas grup siklik dengan himpunan S berupa himpunan
semua elemen berorder sama dengan order H untuk suatu subgrup H di
G (Huda, dkk., 2024). Pada penelitian tersebut dibuktikan bahwa graf
Cayley yang terbentuk merupakan graf multipartit.



Gambar 2. Graf Cayley Order Pangkat Prima atas Grup Siklik
G =< x > Berorder 36 (Susanti dan Erfanian, 2024)

Investigasi graf Cayley juga berkembang pada kelas graf Cayley
yang lebih khusus yang di antaranya dilakukan oleh Cui, dkk. (2021).
Cui dkk. mengemukakan Kklasifikasi lengkap untuk graf Cayley
tetravalen non-normal dengan order 2p?, dengan p merupakan
bilangan prima ganjil. Hasil penelitian Cui dkk. ini memperluas
pemahaman mengenai struktur dan kelompok automorfisme dari graf-
graf tersebut, sekaligus melengkapi kekurangan dalam klasifikasi graf
Cayley non-normal sebelumnya. Temuan ini memiliki signifikansi
dalam pengembangan teori graf aljabar, terutama dalam memahami
simetri graf dan kondisi normalitasnya. Dengan demikian, paper ini
berkontribusi pada studi sistematis mengenai graf Cayley dengan
valensi (derajat simpul) dan order tertentu.

Gambar 3. Graf Cayley Tetravalen Non-normal yang Isomorfis
dengan Graf Tangga Silang Tripel T;g (Cui, dkk., 2021)

Selain hasil-hasil penelitian yang sudah dipaparkan, terbentang
potensi besar penelitian yang dapat dilakukan terkait graf Cayley, baik
dari sisi struktur grup asal maupun himpunan penghubung yang dipilih.
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Selain itu, ruang eksplorasi juga masih terbuka lebar untuk struktur grup
automorfisma graf Cayley.

Pimpinan Sidang dan Hadirin yang saya hormati,

Sebelum saya mengakhiri paparan tentang graf Cayley ini,
ijinkan saya menyampaikan beberapa poin kesimpulan sebagai berikut:
1. Teori graf berkembang sebagai alat eksplorasi matematis yang

signifikan, baik untuk memahami struktur abstrak seperti graf
aljabar maupun untuk aplikasi praktis. Salah satu contoh penting
adalah graf Cayley yang merepresentasikan hubungan antara
elemen dalam struktur aljabar grup.

2. Keindahan graf Cayley terletak pada cara graf ini
merepresentasikan harmoni struktur aljabar yang abstrak secara
visual melalui pola teratur yang simetris dan estetis.

3. Penelitian graf aljabar, termasuk graf Cayley dan variasinya,
membuka peluang eksplorasi lebih jauh untuk mengungkap pola,
sifat intrinsik, dan relasi dalam struktur aljabar. Penelitian ini tidak
hanya memperkaya teori tetapi juga mendukung inovasi teknologi
berbasis matematika.

Pimpinan Sidang dan Hadirin yang saya hormati,

Saya menyadari sepenuhnya bahwa capaian tertinggi akademik
ini terwujud atas bantuan dan kontribusi banyak pihak. Oleh karenanya
ijinkan saya menyampaikan terima kasih kepada beberapa pihak
tersebut. Pertama, kepada Pemerintah Republik Indonesia melalui
Kementrian Pendidikan Tinggi Sains dan Teknologi Republik
Indonesia, Rektor Universitas Gadjah Mada, para Wakil Rektor
Universitas Gadjah Mada, Pimpinan dan Anggota Dewan Guru Besar
UGM, Pimpinan dan Anggota Senat Akademik UGM, Dekan FMIPA
UGM, para Wakil Dekan FMIPA UGM, Senat FMIPA UGM, TIM
PAK FMIPA UGM, Ketua Departemen Matematika FMIPA UGM,
serta Sekretaris Departemen Matematika FMIPA UGM, yang telah
memproses, mengusulkan, mengesahkan, dan menyetujui usulan
kenaikan jabatan akademik saya sebagai guru besar hingga terbit SK.
Apresiasi dan terima kasih dengan tulus saya sampaikan kepada
segenap Ibu/Bapak Staf SDM UGM Ibu Kenok beserta tim, Ibu/Bapak
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Staf UP FMIPA UGM Bapak Bomahasko Rosasih dan Ibu Shafa
Purnama Sari, atas jerih payah selama proses pengusulan guru besar
saya.

Selanjutnya, penghargaan dan terima kasih yang tulus saya
haturkan untuk semua guru yang telah membimbing, mendidik dan
membentuk saya hari ini: Ibu/Bapak guru mengaji di Desa Manggong
Ngadirejo, Ibu guru di TK Pertiwi Manggong, Ibu/Bapak guru di SDN
Ngadirejo I, SMPN I Ngadirejo, dan SMAN I Temanggung, serta
Ibu/Bapak dosen di Departemen Matematika FMIPA UGM. Semoga
ilmu dan kebaikan yang telah Ibu/Bapak curahkan tercatat sebagai amal
jariyah yang tak terputus. Terima juga saya sampaikan kepada
pembimbing doktoral saya, Prof. Dr. Klaus Denecke dan Prof. Dr. Joerg
Koppitz di Universitaet Potsdam Jerman atas ilmu dan bimbingannya
selama studi doktoral saya. Ich bin Ihnen beiden von Herzen dankbar
und zu grofsem Dank verpflichtet. Ich wiinsche Ihnen beiden stets beste
Gesundheit und weiterhin viel Erfolg.

Selanjutnya, terima kasih saya haturkan kepada Dra. Retno
Wikan Tyas (rahimahallah), Dosen Pembimbing Akademik S1, atas
bimbingan dan rekomendasinya untuk saya menjadi dosen di
Departemen Matematika. Kepada Dr. Diah Junia Eksi Palupi, S.U.,
pembimbing skripsi saya yang telah menumbuhkan kecintaan saya pada
aljabar, terima kasih untuk semua nasihat dan dukungan Ibu untuk saya
menjadi dosen di Departemen Matematika. Selanjutnya, kepada Prof.
Dr. Sri Wahyuni, S.U., Dosen Pembimbing Tesis saya, terima kasih
telah banyak menginspirasi, mendukung dan menjadi mentor di
sepanjang perjalanan karier saya. Kepada Prof. Dr. Ch. Rini Indrati,
M.Si., terima kasih atas dukungan dan inspirasinya, utamanya selama
lima tahun saya membantu mengelola Program Studi S1 Matematika.
Terima kasih juga saya sampaikan kepada Prof. Dr. Soeparna
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Mohon doa semoga Allah Swt memberikan saya kekuatan,
kesehatan, dan petunjuk dalam mengemban amanah ini, dan semoga
capaian ini membawa banyak kebaikan, dan keberkahan bagi diri saya
pribadi, keluarga, dan sesama, serta bagi kemajuan institusi.

Akhir kata, mohon maaf atas semua hal yang kurang berkenan.

Wassalamu’alaikum warahmatullahi wabarakaatuh.
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