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sistem hardware, software, kendali, dan terutama sistem
terkomputerisasi yang safety critical, tetapi juga mengkaji perilaku
stokastik dan waktu nyata dari sistem-sistem tersebut. Dalam
kehidupan sehari-hari, kita makin banyak menggunakan dan
mengandalkan sistem-sistem seperti itu sehingga kepastian kebenaran
mereka menjadi esensial. Pada banyak analisis, perilaku stokastik dan
waktu nyata sistem seperti itu ditelaah menggunakan rantai Markov
waktu kontinu. Oleh karena itu, pada pidato pengukuhan saya sebagai
Guru Besar dalam bidang llmu Komputer ini, izinkan saya memilih
judul “Beberapa Tantangan pada Pemodelan dan Analisis Rantai
Markov Waktu Kontinu dan Solusinya”. Pemodelan dan analisis
rantai Markov waktu kontinu adalah bidang yang telah saya geluti
semenjak masa studi master sampai sekarang dan merupakan
fundamen dan perangkai arah keseluruhan penelitian saya.

Ibu/Bapak hadirin yang saya hormati,

Lebih dari 110 tahun yang lalu, Andrey Andreyevich Markov
(Markov, 2006) memberikan presentasi di Royal Academy of
Sciences di St. Petersburg tentang analisis statistika pada teks
Yevgeniy Onegin, sebuah mahakarya Alexander Pushkin yang
dianggap klasik pada kesusastraan Rusia (Pavlyk, 2013). Untuk
melakukan analisis tersebut, Markov menciptakan sebuah formalisme
baru yang kemudian dikenal dengan Markov chains atau dalam bahasa
Indonesia rantai Markov.

Rantai Markov adalah sebuah proses stokastik, yaitu sebarisan
variabel acak (random) yang merupakan representasi konfigurasi
suatu sistem yang berubah-ubah seiring berjalannya waktu. Dari sudut
pandang konfigurasi tadi, proses stokastik dibagi menjadi dua: (i)
proses stokastik diskrit, yaitu ketika konfigurasi-konfigurasi yang ada
dapat dibedakan satu sama lain dengan mudah dan dapat dipetakan ke
himpunan semua bilangan bulat; dan (ii) proses stokastik kontinu, jika
konfigurasi sukar dibedakan satu sama lain dan hanya mungkin
dipetakan ke himpunan semua bilangan riil. Jika konfigurasi diskrit,
proses stokastik disebut rantai (chain). Lebih lanjut, dari sudut
pandang waktu, proses stokastik juga dibagi menjadi dua: waktu
diskrit, yaitu ketika waktu hanya menggambarkan urutan kejadian dan
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waktu kontinu, yaitu jika waktu berjalan seperti dalam kehidupan
nyata. Proses stokastik yang akan dibahas pada pidato ini adalah
proses stokastik dengan konfigurasi diskrit (rantai) dalam waktu
kontinu: rantai Markov waktu kontinu.

Gambar 1. Rantai Markov waktu kontinu yang memodelkan
kegagalan giroskop-giroskop pada Hubble Space Telescope
(Hermanns, 2001; Pulungan, 2009)

Gambar 1 memperlihatkan contoh sebuah rantai Markov waktu
kontinu. Lingkaran-lingkaran kecil merepresentasikan konfigurasi
(atau disebut juga state) sistem yang dimodelkan, sedangkan panah-
panah yang menghubungkan suatu state dengan state lain
mengungkapkan perubahan (transisi) antar-state. Gambar tersebut
memperlihatkan bahwa pada awalnya terdapat enam (6) giroskop
dalam sistem Hubble Space Telescope yang masing-masing dapat
mengalami kegagalan dengan laju (rate) A. Jika hanya tinggal satu
atau dua giroskop yang berfungsi, teleskop dibawa ke kondisi sleeping
dengan laju p dan perbaikan dilakukan dengan laju v. Namun, jika
akhirnya keenam giroskop tetap gagal maka keseluruhan sistem gagal
(crash).

Ibu/Bapak hadirin yang saya hormati,

Ada pertanyaan yang menggelitik kita: apa yang membedakan
rantai Markov waktu kontinu dengan proses-proses stokastik
konfigurasi diskrit waktu kontinu yang lain? Pembedanya tidak lain
adalah sifat Markov atau disebut juga memoryless property, yaitu
distribusi probabilitas state yang akan dilalui hanya tergantung pada
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state sistem pada saat ini dan tidak tergantung pada state sebelumnya
atau jejak yang dilalui sistem sebelum tiba pada state saat ini. Pada
Gambar 1, misalnya, jika sistem sedang berada di state z; maka
distribusi probabilitas perpindahan ke state 6 atau ke state crash tidak
tergantung pada apakah sebelumnya sistem beralih ke state z; dari
state z» atau dari state 1 dan juga tidak tergantung pada jejak panjang
yang dilalui sistem sebelum tiba di state zi, tetapi hanya tergantung
pada fakta bahwa saat ini sistem sedang berada di state z;.
Satu-satunya distribusi probabilitas kontinu yang memenuhi
memoryless property ini adalah distribusi eksponensial negatif.
Distribusi eksponensial adalah distribusi probabilitas durasi antara
kejadian-kejadian yang terus-menerus dan independen terjadi dengan
laju rerata yang konstan. Jika distribusi eksponensial memiliki laju A
maka probabilitas bahwa durasi antar-kejadian T tidak melebihi suatu
nilai tertentu t > 0 diberikan oleh Pr(T <t) = 1 —e™*). Jika dua
buah distribusi eksponensial dengan laju A dan laju p sedang
berlangsung maka minimum kedua distribusi tersebut diberikan oleh
distribusi eksponensial dengan laju A + p dan probabilitas bahwa

distribusi dengan laju A menang (lebih cepat selesai) diberikan oleh
2

T Lalu, mengapa distribusi eksponensial disebut memenuhi
memoryless property? Durasi yang telah berlalu pada distribusi
eksponensial tidak memengaruhi distribusi probabilitas ke depan.
Setiap saat distribusi dapat dihentikan dan probabilitas bahwa durasi
sampai kejadian berikutnya tidak melebihi nilai tertentu t > 0 masih
tetap sama.

Rantai Markov waktu kontinu telah banyak digunakan dalam
berbagai bidang ilmu untuk memodelkan dan menganalisis pelbagai
fenomena. Pemodelan Markovian banyak dilakukan pada bidang yang
masih berhubungan erat dengan komputasi dan Iimu Komputer,
seperti pada teori antrean (Neuts, 1981; Asmussen, 1992), desain
jaringan komputer (Chakravarty dan Ravi, 1091; Khayari dkk., 2003),
analisis dependabilitas (Bode dkk., 2009), analisis reliabilitas
(Chakravarthy dkk., 1992), termasuk di antaranya pada analisis fault-
tree dinamis (Manian dkk., 1998; Boudali dkk., 2007). Namun
demikian, bidang-bidang yang jauh dari komputasi pun banyak
memanfaatkan pemodelan rantai Markov waktu kontinu, termasuk di
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antaranya pada bidang forecasting (Zeng dkk., 2016), transportasi
(Pulungan dan Hermanns, 2009), studi praklinis (Al-Khalidi dan
Schnell, 1997), dan pada teknik sipil, misalnya tentang struktur
bangunan dan baja (Alam dkk., 2017; Chavan dan Lal, 2018), bahkan
pemodelan informasi tentang bangunan (Sandoval dkk., 2018).
Mengapa penggunaan rantai Markov waktu kontinu demikian
tersebar luas dalam berbagai bidang ilmu? Dalam hal ini, terdapat dua
alasan utama. Pertama, pemodelan rantai Markov waktu kontinu
natural dan intuitif sehingga esensi fenomena alam nyata dapat
ditangkap oleh model rantai Markov melalui abstraksi yang sederhana
dan mudah. Kedua, analisis rantai Markov waktu kontinu memiliki
solusi yang analitis dan menghasilkan algoritma yang memiliki
kompleksitas rendah dan mudah untuk diimplementasikan.

Ibu/Bapak hadirin yang saya hormati,

Jika kita melihat kembali Gambar 1, rantai Markov waktu
kontinu dengan mudah dapat diungkapkan oleh graf, sebuah
formalisme matematika yang terdiri dari himpunan simpul-simpul
(merepresentasikan state) dan himpunan busur-busur
(merepresentasikan transisi) yang menghubungkan dua buah simpul.
Formalisme graf luas digunakan di bidang IImu Komputer, termasuk
sebagai abstraksi program sekuensial. Sebuah program sekuensial juga
dapat dianggap sebagai evolusi state program tersebut dari saat
inisialisasi sampai output diperoleh. State merupakan konfigurasi
valuasi semua variabel dalam program dan serumit apa pun program.
Program tersebut pada hakikatnya hanya berpindah-pindah dari satu
state ke state lain melalui assignment, yaitu pemberian nilai baru
kepada suatu variabel. Oleh karena itu, assignment direpresentasikan
oleh transisi antar-state.

Interpretasi model rantai Markov waktu kontinu pada Gambar 1
adalah sebagai berikut. Pada awalnya, sistem berada di state 6 dengan
probabilitas 1. Sistem akan bermukim (sojourn) di state ini dengan
durasi yang ditentukan oleh sebuah distribusi eksponensial negatif
dengan laju 6 dan kemudian melakukan transisi ke state 5 dengan
probabilitas 1. Demikian seterusnya sampai sistem tiba di state 2. Di
state 2, sistem akan bermukim dengan durasi berdistribusi
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eksponensial dengan laju 21 + p dan kemudian melakukan transisi ke

state 1 dengan probabilitas % atau ke state z> dengan probabilitas
ﬁ. Di state 1, sistem berperilaku mirip, yaitu bermukim dengan
durasi berdistribusi eksponensial dengan laju A + p dan kemudian

melakukan transisi ke state crash dengan probabilitas ﬁ atau ke state

z1 dengan probabilitas ﬁ State crash adalah absorbing, yaitu state

yang tidak memiliki transisi keluar. Probabilitas yang terserap di state
ini bersifat kumulatif dan tidak lagi disebarkan ke state-state lain.
Demikian seterusnya sistem berevolusi tanpa henti.

Representasi graf intuitif bagi manusia karena bentuk-bentuk
visual biasanya lebih mudah dipahami oleh manusia. Namun, bentuk
ini tidak efisien untuk mesin komputasional yang lebih mengandalkan
barisan informasi tekstual atau numerik. Untuk keperluan
komputasional, rantai Markov waktu kontinu lebih  baik
direpresentasikan sebagai sebuah matriks rate R yang merekam laju
distribusi eksponensial negatif antar-state dalam rantai Markov
tersebut. Dengan demikian, entri R;j; > 0 pada matriks menunjukkan
bahwa transisi dari state i ke state j memiliki laju R;; dan entri Rjj=0
jika tidak ada transisi dari state i ke state j. Namun demikian, analisis
rantai Markov waktu kontinu membutuhkan sebuah matriks generator
infinitesimal Q yang dapat diperoleh dari R dengan menggantikan
setiap entri diagonal dengan jumlahan laju keluar dari state yang

bersangkutan. Andaikan E adalah sebuah vektor berisi jumlahan laju
keluar dari masing-masing state yang disebut juga laju total sebuah
state maka matriks generator infinitesimal dapat diperoleh dengan Q =
R — diag(E), di mana diag(E) adalah sebuah matriks diagonal yang
disusun oleh vektor E. Matriks generator infinitesimal ini
mengungkapkan laju perubahan sesaat rantai Markov pada setiap
waktu.

Analisis utama pada model rantai Markov waktu kontinu terdiri
dari dua, yaitu analisis transient (sesaat) dan analisis steady-state
(waktu tunak). Analisis transient menentukan distribusi probabilitas
state rantai Markov pada waktu t. Dengan kata lain, untuk setiap state



I, probabilitas berada di state i setelah rantai Markov dijalankan
selama waktu t dihitung. Andaikan p(t) adalah sebuah vektor
stokastik yang berisi p;(t), yaitu probabilitas berada di state i pada
waktu t, untuk setiap state i. Maka, probabilitas-probabilitas transient
ini memenuhi sistem persamaan diferensial Chapman-Kolmogorov

:—xﬁ(t) = p(t)Q dengan kondisi inisial p(0) (Ross, 2007). Solusi

sistem persamaan diferensial tersebut diberikan oleh 5(t) = p(0)e?t,
sebuah persamaan yang melibatkan eksponensial suatu matriks. Di sisi
lain, analisis steady-state menentukan distribusi probabilitas state
rantai Markov setelah rantai Markov berada pada kondisi ekuilibrium
(steady-state) atau setelah rantai Markov dijalankan pada waktu yang
lama sehingga perubahan dari satu waktu ke waktu berikutnya tidak
lagi signifikan. Andaikan p adalah sebuah vektor stokastik yang berisi
p;, yaitu probabilitas berada di state i sesudah rantai Markov berada
dalam kondisi ekuilibrium, maka probabilitas-probabilitas steady-state

ini memenuhi sistem persamaan linier pQ =0, di mana 0 adalah
vektor dengan ukuran bersesuaian dengan semua entri 0. Probabilitas
steady-state ini tidak selalu ada untuk setiap rantai Markov. Untuk
suatu rantai Markov yang finite dan strongly connected (Ross, 2007;
Haverkort, 1998) th_)rg p(t) selalu ada dan ini ekuivalen dengan

probabilitas state ketika ekuilibrium sudah tercapai.

Ibu/Bapak hadirin yang saya hormati,

Izinkan saya menyampaikan beberapa tantangan yang kami
hadapi di bidang Rantai Markov waktu kontinu, solusi dan teori baru
yang kami tawarkan untuk menyelesaikan tantangan tersebut, serta
masalah-masalah terbuka yang akan membuka jalan pengembangan
lebih lanjut.

Tantangan 1: metode analisis transient pilihan. Metode
analisis transient yang robust, stabil, dan akurat sangat diperlukan
karena model Markov yang ditemukan di alam nyata bisa jadi sangat
besar, dalam orde ratusan ribu sampai jutaan state. Berbagai metode
tersedia untuk analisis transient, di antaranya metode uniformization
(Jensen, 1953; Grassmann, 1991; Gross dan Miller, 1984), metode
eksponensial matriks (Moler dan Van Loan, 1978; Moler dan Van
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Loan, 2003), dan metode diskritisasi (Tijms dan Veldman, 2000). Di
antara berbagai metode tersebut, dua yang pertama adalah metode
yang paling utama dan luas digunakan.

Metode uniformization menyeragamkan seluruh laju total rantai
Markov ke suatu laju uniformisasi tertentu yang lebih besar dari laju
total terbesar. Dengan demikian, sebuah state yang memiliki laju total
lebih kecil dari laju uniformisasi akan dipaksa untuk melakukan
transisi kembali ke state itu sendiri untuk mengompensasi laju
uniformisasi yang lebih cepat. Hasil uniformisasi adalah sebuah rantai
Markov waktu diskrit embedded yang memiliki perilaku stokastik
yang mirip dengan rantai Markov waktu kontinu awal (Baier dkk.,

2005). Andaikan A > max{E} dan diberikan sebuah rantai Markov
waktu kontinu dengan probabilitas state inisial p(0) dan matriks
generator infinitesimal Q maka matriks probabilitas transisi rantai

Markov waktu diskrit embedded diperoleh dengan P = I + %, dengan

I matriks identitas. Dengan demikian, solusi sistem persamaan
diferensial  Chapman-Kolmogorov menjadi  p(t) = p(0)e?t =
B0)e PNt = f5(0) £2, e =0t L pi,

Ekspresi e‘At(A,—f)l adalah distribusi sebuah proses Poisson
dengan laju A dan dapat dihitung dengan stabil menggunakan
algoritma Fox dan Glynn (1988). Pada solusi akhir, terdapat jumlahan
tak hingga yang harus dihentikan pada suatu truncation point tertentu
N. Terdapat sebuah mekanisme stabil untuk menentukan N sehingga
eror maksimum pada setiap entri pada vektor p(0) tidak pernah
melebih suatu batas atas €.

Salah satu metode eksponensial matriks yang banyak digunakan,
termasuk pada fungsi expm di Matlab, adalah pendekatan Padé yang
disertai dengan teknik scaling dan squaring. Solusi eksponensial
sistem  persamaan diferensial Chapman-Kolmogorov  dapat
diungkapkan dalam bentuk deret pangkat yang kemudian dapat
didekati dengan fungsi rasional dari polinomial matriks. Higham
(2005) memperlihatkan bahwa dengan memilih orde pemangkatan

tertinggi m = 13, matriks eksponensial e? dapat didekati oleh _UU++VV,

dengan U == A(A6(b13A6 + b11A4 + bgAz) + b7A6 + b5A4 + b3A2 +
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b.I) dan V = A%(b;,A® + byyA* + bgA?) + bgA® + b, A* + b, A% +

by 1. Pilihan m seperti itu dapat menjamin bahwa eror maksimum pada

setiap entri matriks e4 tidak melebihi unit round-off pada aritmetika

IEEE double-precision. Dengan demikian, untuk memperoleh matriks

e4, hanya diperlukan pemangkatan matriks A sampai dengan pangkat

13. Pemangkatan ini dapat dilakukan secara efisien dengan metode

squaring mulai dari A, A%, A®, sampai dengan A®.

Pulungan dan Hermanns (2018) melakukan studi komprehensif
untuk membandingkan metode uniformization dan pendekatan Padé
dari tiga aspek utama.

1. Kompleksitas  teoretis. =~ Kompleksitas  teoretis  metode
unformization adalah O(n%At), sedangkan kompleksitas
pendekatan Padé adalah O(n3[log(At)]), di mana n adalah
banyaknya state dalam rantai Markov. Ketika n lebih besar
dibandingkan dengan At (sangat umum) maka unformization
adalah metode pilihan. Namun, ketika At lebih besar dibandingkan
dengan jumlah state n, perkalian vektor-matriks sebanyak O(At)
yang diperlukan untuk mencapai truncation point merupakan
overhead komputasi yang cukup besar. Analisis ini memberikan
rentang kasar parameter ketika kebutuhan  komputasi
uniformization diharapkan lebih rendah daripada matriks

eksponensial, yaitu ketika N > 102\(5\@' Hal ini juga menunjukkan

bahwa, secara teoretis, matriks eksponensial bekerja lebih baik

. . . At
ketika At cukup besar, yaitu ketika N < p—

2. Pertimbangan praktis. Matriks eksponensial, secara teoretis, dapat
bekerja lebih baik jika At cukup besar. Formula At disebut indeks
kekakuan (stiffness index) model. Indeks kekakuan mencerminkan
jumlah kejadian yang paling sering terjadi selama waktu
pengamatan. Untuk model biasa, indeks ini biasanya kecil karena
sebagian besar perilaku penting dapat diamati dalam interval
waktu yang relatif kecil (interval waktu kecil untuk laju yang besar
dan sebaliknya). Di sisi lain, jika rasio laju terbesar ke laju terkecil
besar dan kemunculan kejadian yang terjadi dengan laju kecil juga
penting maka model harus diamati dalam interval waktu yang
besar. Pada praktiknya, model yang sangat kaku sering ditemukan:
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nilai besar At kerap ditemukan dalam model reliabilitas, di mana
kejadian normal biasanya jauh lebih sering terjadi daripada
kejadian yang menyebabkan kegagalan. Namun demikian, model
reliabilitas berukuran kecil dan menengah (kurang dari beberapa
ribu state) juga umum. Dengan demikian, model reliabilitas adalah
kandidat utama pengguna matriks eksponensial dengan pendekatan
Padé.

3. Evaluasi eksperimental. Eksperimen yang exhaustive dilaksanakan
pada dua model Markov waktu kontinu, yaitu jaringan antrean
tandem dan model sistem polling server siklik. Kedua model kaku
dan dengan demikian, membantu menunjukkan penerapan metode
pendekatan Padé.

Perbandingan kedua metode mengungkapkan bahwa secara
teoretis, kebutuhan komputasi kedua metode sebanding dengan rule of
thumbs, metode uniformization lebih baik untuk model besar, dan
metode pendekatan Padé lebih baik untuk model yang sangat kaku.
Eksperimen juga mendukung klaim ini untuk model berukuran kecil
dan sedang. Keuntungan pendekatan Padé terbatas pada rentang
ukuran model ini karena dua alasan. Pertama, karena kebutuhan
komputasi yang dijelaskan di atas. Kedua, kebutuhan penyimpanan
matriks eksponensial yang besar. Banyaknya perkalian matriks dalam
metode pendekatan Padé membatasi penggunaannya pada model
berukuran kecil hingga sedang. Paling tidak ada empat matriks, yaitu
matriks asli Qt, (Qt)?, (Qt)*, dan (Qt)® yang harus disimpan secara
bersamaan dalam memori. Di sisi lain, tidak ada pembatasan ini pada
metode uniformization.

Keuntungan lain metode uniformization adalah kejarangan
(sparsity) model. Karena model rantai Markov biasanya terstruktur
dan memiliki jumlah entri bukan nol yang rendah, penggunaan matriks
sparse atau penyimpanan simbolik dapat mengurangi tidak hanya
kebutuhan penyimpanan, tetapi juga Kkinerja metode. Dengan
menggunakan matriks sparse, perkalian vektor-matriks dapat
dilakukan dengan kompleksitas O(n), di mana » adalah jumlah entri
bukan nol dalam matriks. Pendekatan Padé tidak dapat memanfaatkan
penyimpanan matriks yang sparse karena perkalian matriks yang
berurutan menghilangkan entri nol secara progresif (filling). Dengan
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menggunakan komputer pribadi standar, pendekatan Padé hanya
praktis untuk model dengan sekitar 3.000 state. Di sisi lain, ini adalah
kisaran ukuran model, di mana pendekatan Padé memiliki kinerja
yang lebih baik sehingga tidak ada manfaat dalam mengupayakan
representasi yang lebih kompak.

Terkait dengan akurasi numerik, untuk model dengan indeks
kekakuan kecil (At < 10%), kinerja metode uniformization masih dapat
ditoleransi ketika batasan eror dibuat kecil (10"° hingga 10?), tetapi
kinerja menurun seiring meningkatnya indeks kekakuan. Sebaliknya,
pada pendekatan Padé, eror perturbasi relatif maksimum dapat
dipastikan tidak melebihi unit round-off pada aritmetika IEEE double-
precision (2> =~ 1,1 x 10%). Eksperimen menunjukkan bahwa
pendekatan Padé aman digunakan untuk model dengan At hingga 10°.

Secara umum, metode uniformization lebih baik dibandingkan
dengan pendekatan Padé, meskipun model yang sangat kaku dengan
jumlah state biasa saja dapat memanfaatkan pendekatan Padé. Model
seperti itu umum dalam reliability engineering. Lebih lanjut,
Farhatuaini dan Pulungan (2019) dan Ledoh dan Pulungan (2019)
membangun algoritma untuk paralelisasi metode uniformization dan
pendekatan Padé. Kedua metode ini jelas-jelas bukan permasalahan
yang embarrassingly parallel dan usaha paralelisasi tidak mudah.
Eksperimen pada metode paralel menunjukkan bahwa kesimpulan
yang diperoleh pada implementasi sekuensial kedua metode masih
valid ketika kedua metode diparalelkan.

Ibu/Bapak hadirin yang saya hormati, berikutnya adalah tantangan
kedua,

Tantangan 2: ukuran model. Rantai Markov secara intrinsik
tidak komposisional. Dengan demikian, sebuah model tidak dapat
dibangun dari komponen-komponen yang lebih kecil tanpa
mekanisme khusus tambahan, seperti interactive Markov chains
(Hermanns, 2002). Namun, meskipun sudah menggunakan berbagai
mekanisme khusus tambahan yang ada, komposisi beberapa rantai
Markov menghasilkan rantai Markov dengan jumlah state yang
tumbuh secara multiplikatif. Mengomposisi dua rantai Markov dengan
jumlah state m dan n menghasilkan model baru dengan jumlah state
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(pada kasus terburuk) sebanyak mn. Fenomena ini disebut dengan
statespace explosion problem dan ditemukan tidak hanya pada
pemodelan Markovian, tetapi secara umum pada pemodelan yang
menggunakan abstraksi graf seperti didiskusikan sebelumnya.

Dengan demikian, memiliki rantai Markov yang kecil atau, tentu
saja, yang paling kecil (minimal) sangat penting. Beberapa rantai
Markov bisa jadi memiliki bentuk dan ukuran yang jauh berbeda,
namun memiliki sifat stokastik yang persis sama. Penghematan satu
state saja pada suatu model rantai Markov akan menghasilkan
penghematan yang sama dengan jumlah state model pasangan jika
model-model rantai Markov dikomposisi. Berbagai metode dan
pendekatan sudah diusulkan oleh peneliti untuk menurunkan jumlah
state suatu rantai Markov waktu kontinu sambil tetap menjaga sifat
stokastiknya. Sebagian besar metode diilhami oleh metode berbasis
bisimulation di bidang aljabar proses, misalnya weak bisimulation
(Derisavi dkk., 2003). Algoritma-algoritma bisimulation berusaha
menemukan sebuah relasi ekuivalensi pada himpunan state-state
rantai Markov sedemikian rupa sehingga dua buah state ekuivalen jika
mereka memiliki struktur dan jumlahan laju percabangan yang sama
ke semua blok partisi yang dihasilkan oleh relasi ekuivalensi tersebut.
State-state yang berada pada blok partisi yang sama di akhir eksekusi
algoritma memiliki sifat stokastik yang sama sehingga dapat
digabungkan (lumped), membentuk model rantai Markov yang lebih
kecil. Algoritma-algoritma seperti ini umumnya disebut berbasis
lumping.

Pulungan dan Hermanns (2009) mengembangkan sebuah
algoritma yang bekerja melebihi lumping dan menjamin bahwa rantai
Markov waktu kontinu minimal hampir selalu diperoleh. Namun
demikian, algoritma ini hanya berjalan pada rantai Markov yang
acyclic, yaitu rantai yang tidak memiliki perulangan (rekursi) di
dalamnya. Esensi algoritma tersebut adalah observasi Cumani (1982)
bahwa kedua rantai Markov waktu kontinu yang diperlihatkan pada
Gambar 2 memiliki distribusi probabilitas absorption yang ekuivalen,
meskipun mereka memiliki jumlah state yang berbeda. Lebih lanjut,
kedua rantai Markov weakly bisimilar, namun pada waktu itu Cumani
belum mengenali terminologi ini.
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Q

Gambar 2. Dua rantai Markov waktu kontinu yang memiliki
distribusi probabilitas absorption yang ekuivalen

Tidak mudah memahami intuisi ekuivalensi tersebut pada level
fungsi eksponensial. Namun, pada level transformasi Laplace-Stieltjes
fakta ekuivalensi tersebut hanya membutuhkan aritmetika sederhana.
Transformasi  Laplace-Stielties  mengubah  konvolusi  fungsi
eksponensial menjadi operasi perkalian dan mengubah percabangan
menjadi  penjumlahan. Transformasi  Laplace-Stieltjes sebuah

distribusi eksponensial dengan laju A diberikan oleh f£(s) =$.
Andaikan L-term L(A)=% maka secara aljabar, Gambar 2

1 1 n 1 1 1
n+1L((n+1)x) EL((n+1)x)@ - rx)
Setiap kali konfigurasi seperti di sebelah Kiri ditemukan, konfigurasi
tersebut dapat digantikan oleh konfigurasi sebelah kanan dan sifat
stokastik keduanya tidak akan berbeda.

Algoritma minimisasi yang dikembangkan, pertama-tama
mengubah sembarang rantai Markov waktu kontinu acyclic menjadi
suatu bentuk yang disebut representasi ordered bidiagonal dengan
menggunakan algoritma spectral polynomial (He dan Zhang, 2006).
Dalam representasi ordered bidiagonal, transformasi Laplace-Stieltjes
sangat mudah untuk diperoleh. Secara iteratif, mulai dari state yang
paling kanan (yang paling dekat ke state absorbing), untuk masing-
masing state konfigurasi seperti pada Gambar 2 ditemukan dengan
menyelesaikan sebuah sistem persamaan linier. Karena bentuk
ordered bidiagonal, sistem persamaan linier dapat dibentuk dan
diselesaikan dalam waktu O(n?) sehingga secara total kompleksitas
algoritma yang dikembangkan adalah O (n?®), di mana n adalah jumlah
state rantai Markov di awal.

mengungkapkan fakta bahwa



14

Pulungan dan Hermanns (2016) mengimplementasikan
algoritma yang telah dikembangkan dan merilisnya dalam sebuah tool
online yang disebut dengan APHMIN. Implementasi mesti dilakukan
dengan penuh kehati-hatian karena algoritma spectral polynomial
bekerja dengan matriks generator infinitesimal Q yang memiliki entri
negatif dan bukan pada matriks probabilitas P. Secara metode
numerik, bekerja dengan bilangan besar positif dan negatif pada saat
yang sama bisa jadi menghasilkan komputasi yang ill-conditioned jika
tidak dilakukan dengan benar dan baik. Eror pada spectral polynomial
akan menjalar dan mengakibatkan perubahan pada sistem persamaan
linier sehingga konfigurasi yang ekuivalen tidak lagi teridentifikasi.

Perlu dicatat bahwa algoritma yang dikembangkan hanya
mampu menjamin bahwa algoritma hampir selalu menghasilkan rantai
Markov waktu kontinu yang minimal. Ini berarti kasus-kasus di mana
algoritma menghasilkan rantai Markov yang tidak minimal memiliki
measure nol dan merupakan kasus-kasus patologis yang jarang
digunakan pada pemodelan di alam nyata. Berbagai studi kasus telah
dilakukan menggunakan tool yang telah diimplementasikan. Pada
model dengan komponen yang memiliki struktur yang sangat teratur,
misalnya menggunakan distribusi eksponensial, hypoeksponensial,
hypereksponensial, atau Erlang, model berukuran triliunan state dapat
diminimisasi menjadi hanya ribuan state.

Beberapa isu masih open dan sedang menjadi future work kami,
di antaranya:

1. Memperbaiki stabilitas dan kecepatan algoritma yang

dikembangkan dengan mengkaji penggunaan rantai Markov waktu

diskrit embedded yang memiliki matriks stokastik.

Menghilangkan kualifikasi hampir selalu.

3. Mengembangkan algoritma sejenis untuk rantai Markov waktu
kontinu yang cyclic, misalnya dengan memanfaatkan bentuk-
bentuk cyclic yang sparse, misalnya mixture dari monocyclic
Erlang yang hanya memiliki satu transisi rekursif (Mocanu dan
Commault, 1999).

N
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Ibu/Bapak hadirin yang saya hormati, berikutnya adalah tantangan
ketiga,

Tantangan 3: fitting. Kembali ke Gambar 1, rantai Markov
waktu kontinu tersebut memiliki sebuah state yang absorbing. Hal ini
menarik karena distribusi probabilitas waktu yang diperlukan sampai
mencapai state absorbing pada rantai Markov seperti itu mesti
membentuk sebuah distribusi probabilitas kontinu yang baru yang
jauh lebih kompleks dan kaya dibandingkan dengan distribusi
eksponensial. Distribusi probabilitas waktu sampai mencapai state
absorbing seperti itu disebut dengan distribusi phase-type. Pada
hakikatnya, distribusi phase-type adalah distribusi yang disusun dari
himpunan distribusi eksponensial dengan menggunakan operasi finite
mixture (percabangan), konvolusi (konfigurasi sekuensial), dan rekursi
(Maier dan O’Cinneide, 1992). Rantai Markov waktu kontinu yang
memodelkan distribusi phase-type disebut dengan representasi
distribusi phase-type tersebut.

Johnson dan Taaffe (1988) membuktikan bahwa kelas distribusi
phase-type dense (rapat) atau compact (padat) secara topologi dalam
himpunan distribusi probabilitas dengan support pada [0,0). Oleh
karena itu, kelas ini dapat mendekati (approximate) sembarang
distribusi probabilitas lain atau trace distribusi empiris yang diperoleh
dari pengamatan eksperimental sedekat yang kita inginkan asal
tersedia jumlah phase (state) yang cukup. Pendekatan ini umumnya
dilakukan dengan melakukan fitting distribusi phase-type terhadap
distribusi empiris yang diberikan. Fitting memiliki banyak manfaat,
terutama manfaat perluasan pemanfaatan pemodelan rantai Markov ke
permasalahan yang melibatkan distribusi non-Markovian, misalnya
uniform, Weibull, Pareto, lognormal, dan lain-lain. Analisis pada
model dengan distribusi-distribusi seperti itu biasanya tidak memiliki
solusi analitis dan penuh dengan asumsi yang menghilangkan banyak
karakteristik esensial model. Dengan melakukan fitting distribusi
phase-type terhadap distribusi-distribusi ini, permasalahan dapat
dibawa ke model rantai Markov yang memiliki metode analisis yang
jelas.
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Berbagai metode fitting untuk distribusi phase-type telah ada
selama empat dekade. Metode-metode ini secara kasar dapat
dikategorikan ke dalam metode maximum-likelihood, kuadrat-terkecil,
dan moment matching. Berbagai tool telah diimplementasikan
berdasarkan metode-metode fitting ini, termasuk (Bobbio dan Cumani,
1992), (Asmussen dkk., 1996), (Horvath dan Telek, 2002), (Thimmler
dkk., 2006), (Reinecke dkk., 2012), dan yang terbaru (Reinecke dkk.,
2013) dan (Horvath dan Okamura, 2013).

Pulungan dan  Hermanns  (2022) menyusun  dan
mengimplementasikan sebuah algoritma fitting distribusi phase-type
terhadap sembarang distribusi kontinu atau distribusi empiris. Kelas
distribusi phase-type yang digunakan adalah distribusi acyclic, yaitu
yang memiliki representasi tanpa perulangan (rekursi) di dalamnya.
Kelas acyclic merupakan himpunan bagian proper dari keseluruhan
kelas distribusi phase-type, namun kelas ini juga tetap rapat dan padat
secara topologis. Kelas ini lebih cocok digunakan dalam fitting karena
konfigurasi state dan jumlah parameter fitting yang dibutuhkan
berkurang drastis dibandingkan dengan kelas cyclic.

Algoritma fitting yang disusun didasarkan pada metode
expectation-minimization  dengan  kuadrat  terkecil,  namun
menggunakan definisi jarak ortogonal, seperti diilustrasikan pada
Gambar 3. Definisi jarak yang umum digunakan, jarak aljabar,
mengasumsikan bahwa nilai sumbu x suatu koordinat sudah pasti, dan
error hanya mungkin terjadi pada sumbu y. Asumsi ini pada
hakikatnya tidak begitu beralasan, karena pada pengukuran, error
dapat terjadi pada penentuan nilai sumbu x maupun y suatu koordinat.
Pada jarak ortogonal, asumsi seperti itu tidak ada. Pada setiap iterasi
fitting jarak ortogonal, titik paling dekat pada kurva ke suatu titik yang
akan didekati ditentukan, dan ini tidak murah. Pada algoritma yang
diusulkan digunakan metode generalized Newton.
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Gambar 3. Jarak aljabar dan jarak ortogonal

Algoritma fitting yang diusulkan disertai dengan analisis
komprehensif yang membandingkan algoritma dengan state-of-the-art,
terutama G-Fit (Thimmler dkk., 2006). Algoritma-algoritma fitting
digunakan untuk mendekati distribusi non-Markovian yang beragam,
termasuk Weibull, Pareto, uniform, lognormal, shifted exponential,
matrix exponential, dan beberapa distribusi empiris lainnya. Kinerja
algoritma dikaji dari berbagai ukuran goodness-of-fit, termasuk
momen pertama, kedua, dan ketiga, perbedaan pdf, perbedaan cdf,
cross entropy, dan tentu saja waktu komputasi. Penggunaan algoritma
fitting secara praktis ditunjukkan oleh sebuah studi kasus tentang
keterlambatan yang terjadi pada jalur kereta api di negeri Belanda jika
informasi mengenai keterhubungan dan probabilitas keterlambatan
pada setiap stasiun tersedia.

Pada awalnya, meskipun kebutuhan komputasi fitting dengan
jarak ortogonal relatif lebih berat daripada metode lain yang ada untuk
jumlah state yang sama, kinerja dari aspek goodness-of-fit diharapkan
akan lebih baik. Eksperimen dan perbandingan yang dilakukan tidak
menghasilkan kesimpulan yang definitif. Eksperimen mengungkapkan
bahwa algoritma fitting yang dikembangkan tidak unggul pada
keseluruhan kasus, namun bermanfaat pada kasus-kasus tertentu.

Namun demikian, pengalaman yang diperoleh dalam
menerapkan algoritma yang diusulkan memperlihatkan beberapa
potensi dan cara perbaikan lebih lanjut.
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1. Investigasi  inisialisasi ~ parameter  terbaik. = Pengalaman
menunjukkan bahwa inisialisasi parameter secara acak sering
berakhir pada jebakan optima lokal, sedangkan inisialisasi dengan
distribusi Erlang menghasilkan konvergensi yang lamban. Erlang
masih merupakan metode yang layak karena menghindari
keacakan. Namun, hal ini harus ditambah dengan strategi untuk
mempercepat konvergensi.

2. Memperbaiki metode pemutakhiran parameter secara bersamaan.
Representasi yang digunakan memaksakan struktur tertentu pada
parameter dan perubahan parameter yang dihasilkan algoritma
tidak selalu dapat diterapkan dengan mudah. Merancang strategi
pemutakhiran yang optimal akan sangat memperbaiki Kinerja
algoritma.

3. Optimalisasi perhitungan titik jarak minimum.
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Wabillahi taufiq walhidayah. Wassalamu’alaikum
warohmatullohi wabarokatuh.
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